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VIII. 
SOPRA UN SISTEMA DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI 


«Atti Acc. Sc. di Torino », vol. XXX, 1895, pp. 445-454. 


1. Le equazioni differenziali dei moto di un sistema nel quale sussistono 
moti interni stazionari appartengono al tipo di equazioni differenziali © 


(Cfr. $ 3). 


| dd _ d(fi r fa) 
| dt d(q,7) 
dq CA d(fi,fa) 
(1) de de, 
| dr _ Alfr, fa) 
dt d(P,9) 


in cui f, e fa sono due funzioni di $ ,9,7 ed i secondi membri rappre- 
sentano i determinanti funzionali delle funzioni stesse rispetto alle variabili 


q,r;r,DP;D,9 
Esse ammettono gl’integrali 


(2) < f, = cost, = kh, ., Ja= cost. =& 
come si verifica con un calcolo semplicissimo. 
Si ponga 
UA ione doge 
(3) Pos x se ? dedita val"? 


e si introducano le funzioni omogenee 
Pe Xi Xa X3 
Pr CEREALA AE PRY 


Pa (4273370) = 4| A(Z Z Z) — a 


X4 X4 


3 
| 
ES 
____ 


- 


il cui grado di omogeneità risulta eguale a due. 


Avremo 
d(fif) _ 1 4(9:1,92) 
d(q,7) j E d (X2 , %3) 


db A E? Ca aa LNE, 
MR dt í 


AN 


(1) Vedi la mia Nota: Sul moto ‘di un sistema nel quale sussistono moti interni stazio- 
narii, presentata all’Acc. delle Scienze di Torino nella seduta 3 marzo 1895. [In questo vo- 
lume, VII, p. 113]. 
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quindi la prima delle (1) diverrà 


| xydxx—Xx1d%4 _ d(Q1,92) 
(4) dt ` AT, Aa) 


ed in modo analogo le altre due si trasformeranno nelle seguenti 


, x4dxa —x2adty _ d (91; P2) 
(4 ) ` dt gi d (x3 ’ Xx) 


r xdr; — x, dr, mil d (G: , Pa) 
(4) di d (Xr ,%a) 


e gl’integrali (3) saranno sostituiti da 
(5) g=0 |, Qa =. 
Prendiamo due qualunque di queste equazioni che potremo scrivere 


dim —-xmMdr _ __ Aar, 92) 
dt d (X(r+1) , 4(r+2)) 


ty dx (r+2) — (+1) d4 DR d (Q1, Pa) ` 
n a d (X(r+2) , X(r)) 
in cui si ha 
o<(r)<4 , ()=7mod. 3. 
Da esse segue 


X(r+1) din —t0dxr+1) _ _9®2 ( oF: IP: ) 
m dt — dX(r+2) XotI Fart +40) dx) 


A 
Qi 


. êz dpa \ 
dX(r+2) (zeto Xr+) + 20 a ; 


Ora 
A A dQ; dQ; fa : 
Ky TE F Xert) p me + Xr+2) E) +x, das 2p;=0 ((=1,2); 


quindi l’equazione precedente si scriverà 


+) dx) —Mdxr+1) _ r 992 _ do: Ip, 
dt — 9%(r+2) IXa Ixy d%(r+2) 


Potremo dunque concludere: se è, , t,t, î, è una permutazione d'ordine 
pari dei numeri 1,2,3,4, sussisterà la relazione 


(6) Xi,dxi, 4, dxi, ag d (Qı , Q2) 


2. Eseguiamo ora sulle variabili x; una sostituzione Íineare tale che 
(7) z = Dik , PRY rE. 


e chiamiamo C il determinante delle. cis che supporremo . diverso da zero. 
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e SU E sel y TR PRR a E RIT PR ARI (RR PE e 0, MA vi, y N AA | 
i E RR VAA ; Ita LC vigono dei ora A Ros LET e. A ATA ASR 
e i Esa ne nat IRE Sg] a 
Pr. vr. ; n 4 Na K 

: is 
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Avremo 
dxi, , dxi, Ci Sgr li, Ay dE;, ’ dis, 
Xi, , Xi, Ci, Sa) Ci, Sn Es, , Es, 
g (Q: Pa) hd d (91 3 9a) Ci, 53? Ci, 53 i 
d (ziz sig) d (Es, , 6,,) Ci, s4 3 Ci, DA 


Ma per un noto teorema sui determinanti ‘ 
Ci, 4° Ci, "3 
Cis,» Cis, 


Ci Ci 
PEPE AE A 


VIA 
C 


Ci, $2? Ci, Sa 


quindi l’equazione (6) si trasformerà nell’altra 


ss 


Ci Ci 
Part dita tr 251 


ETI Es, dEs, ibi děs, Wp I Ci; daki fi d(®r , Pa) 
Munn 0 |: ila 0). 


re DEn En) 


| li, $2? lin Sa li, 52) bio $2 


da cui segue 


8 Esa dEs, — Es d'Es, ib LE d(91,92) ° 
(8) di RT pa kr), 


| 3. Si supponga che f, e fa siano due funzioni intere di secondo grado di 
p igiri cioè 


J= + (an p’ + 429° + aa T°) + angr H aarp 
+ 2299 + aap Haag H lurta 
Ja= + On p? + bag’ + baT’) + bagr + barh 
+ b,a 99 + bu pd + bag + bar b. 


(9) 


Posto 
I $ I 
risulterà 
(9') Pi = = Xi x; Gis Xi Es , Po = "i x, dis Dik fr: 


Eseguiamo la sostituzione (7) in modo da ottenere 


(10) p= AREFE NEHME o =E, 
dovremo avere allora 
(1) | Dis bi Cia Csa = 1 
II 
Li Ds bis Cih Csk = O (h = 4) 
Zi Zis Qis Cih Csh = da 
i Zi x; Qis Cih Csa = O 


(11°) 


(2) R. BALTZER, Theorie und Anwendungen der Determinanten. III Auflage, p. 50. 
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e le à; saranno le radici dell'equazione di quarto grado in À 


Arr — Mb: r dra — LA s f Mb r 44 — LU | 
da — Abar , z2 — bra , da — Ab, T a M, 
(12) SM=|- Ae ea 


Az: — Mar, Gra — Mya, dra — Mag) du — Mu 
Agi — Max , Aya — Ma dg — Mag da — Mu 


onde chiamando B il discriminante della forma ọ,, avremo 


(13) SA) = B A — K) Ad) A — A) A —- A). 


Ammetteremo che le quattro radici siano diverse fra loro. 


Siano «,,s gli elementi aggiunti a quelli del determinante (12); e deno- 
tiamo i loro valori con « quando sostituiamo A; in luogo di à. Sarà 


Crs Cas C3s __ Cas VE Za bhk Chs Cks a __ 


E TIOL EN al) Y Es Ze bag af? af) T 


Ir 2r 4a, 


Ma ® 


appa = alti 
quindi in virtù della prima delle (11) 


Be iii. ; 
* YeR En Erom ag) 
Ora dalla (12) si deduce 
—f A) = — La Le bnt On 
quindi per la (13) 
Za Za brg An = —f' s) = B (sti — do) Arta do) Asta 
e per conseguenza 
a 
(14) bir rr — | | __—@@_mm—___c0y 
Val) B (A+: — As) Asta — As) Asta — As) 
a 
"e PO FYN VT pa cr A 


A) 


Abbiamo poi dalle (11) per la regola dei prodotti dei determinanti 


d’onde 


, á I 
(14) esse: 


(3) R. BALTZER, op. cit., p. 54. 
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4. In virtù delle (10), le (8) prenderanno la forma 


tondis; Ed, r 
iad itoat kia i AO De 


Pongasi 
(15) É: = p, 9; (2) » Éa = paoa (4) , E = p0 (u) , &, = W 0 (%4) 
si otterrà 


N s ' du I E 
Hir) Hr +2) (O6) C+ 1) — Ce) e+) 77 = E Aeta — A) Mota 4 D+ 2 9; 


Lt : n du I 
Ba Br + 2) (C+) O — 0(7+2)0 ) nne (Ma — Ae + 1)) Ue) Ler + D Oi) Oeti 


onde applicando le note relazioni differenziali fra le 0 (4 
Olr) O+ 1) — Coy O+ 1) = (+) — 00) Oet a) 


Opt) — 0+1)9 = — O) %r+1) 
le equazioni precedenti diverranno 
dui 4i 
Ho) Br +2) Ceto — e) 7  T A+ — Ma) Ueta Pa 


du I 
My Meta 7 = T e+ — AM) Bo) Beta 


da cui segue 


(16) hanan a FREE ORE ce 
i 4 4,  C(er+n—@) du iii dt 
s- r du 
quindi 
I dt 
(17) lrt — l = ga Aeta — A) A+ — An) (Z) 


e per conseguenza 


dà €2 — €3 SA; Ar — À4 , Ma — M 
(18) È zaj (A a The Ar — d3 3 Az — da 


Dalla (16) si deduce 


2 H4 n pe pra di 
Hot 2) Uin H+ jj Ho R C A+ 1) Mn) du 


(a) Wir Wal Mr+ 2) — M 


eea SEIT + o) 


(4) K. WEIERSTRASS, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauch der elliptischen Functionen, 
p. 28. 
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i ; r Hi I 
(19) Hn si RA 


Vita tata Va Nr » Vor 


H4 


y le, +) % ) (Mr+a) — Mr+1)) E RN 
r+ r tie eT ene 


Mr+2) — A4 


Dalle (7) e (15) risulta 


Xi = DIA Cis Ms Os 


quindi tenendo presenti le (3), (14), (19) e togliendo i fattori comuni al 
numeratore e al denominatore nelle espressioni di p , 9, 7, otterremo 


3 PV 
DA; 6, + Ax (o) 


j=: 
> j 
DA 0, + A445 
Be a pS 
l È XY. A2,0, +Ay0 
(20) È nea enni, nn 
| è 
«air Ar 0, + A446 
I 
Si . 
XI As 6, + Ax o 
it dre o a 
R de 3 
| X, A,,0, +Ayuo 
1 E r 
in cui si è posto per brevità 
al Aa — Aa) 
Ag = POE DE E EE r IE 
(da — O) da — a) (A4 Ma) 
a (Ax = da) 


A; a = PIE AE n E Se 
y (Ar — 2a) (A3 — 2a) (M — da) 

V a a -— M) 
(Ax — 23) (A2 — da) (AM 3) 


RE VU E  , para 
A, xa Mr+2) — d Vo (04) €) (da 


(21) 
‘Ai 


(Arta) — Arta) AM — Ar +a) 
— Mr+-1)) (A4 — Mr+2)} 


Per determinare la relazione che passa fra la variabile # e argomento « 
delle o basterà partire dalla (17): risolverdola rispetto a 42/4, integrando 


e tenendo conto della (14) avremo 


(22) ts V B Oga) — 4) E Tey pera 


| in cui % denota una costante arbitraria. - 
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5. Volendo applicare questi resultati generali al caso del moto di un 
sistema in cui sussistono moti interni stazionari basterà supporre ‘ 


hi uF Tae [(Ap +m,) + (Bg + m.) + (Cr + m,)°] 
fa = a AP + Be +07] 

Prego. i a a 

i o RNS ° VaBc 


La equazione (12) si ridurrà allora a 


ATA", o o , Am, 
O ;, B—AB., o) i. Ber 
o A O pe =AC C 
Am, È Ba, j Cm, , 24A —K, 
in cui si è posto K, = K? — m — m, — m}. 
Ammettendo le radici semplici; m, , 772, , m, diversi da zero, e A, B iG 
differenti fra loro, avremo 


© Er (As — B) (As —C) 
= m a 
Air y „0 I K LA 


(s) =——— a 
O i ta A — C) As —A) 
X22 = = = M 
7 i 
y a` ) s 
44 


(8) Z (A, — A) (A, — B) 
a 34 m, y AM £ 


aV — A)(A,— B) Q, NSE 


Questi valori dovranno sostituirsi nelle (21). Sarà poi 


2h 
RTS 
quindi la (22) diverrà 
"ABC En irta 
sul V pato, e E ps 
2h (Nra) — M) (Art) — Ar) \ tto) 


In tal modo siamo giunti ai risultati ottenuti nella Nota più volte citata, 
deducendoli dalla soluzione di un problema più generale di quello mecca- 
nico, e seguendo un cammino più semplice e più diretto. 


(5) Vedi la mia Nota precedentemente citata. 
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